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1. SARRERA
Karteren hautespenen teorian aipagarria da Harry Markowitz. Horrela,
1952. urtean "Portfolio Selection" izeneko tesian oinarritutako artikulu bat
publikatu zuen  Journal of Finance aldizkarian. Bertan, berehalako likidezia
duten balore-tituloen1 karteren aukeraketarako jokaera arrazionaleko erabaki-
tzailearen eredua agertzen zuen. Lan hau oharkabea izan zen 1959. urtean
Portfolio Selection, Efficient Diversification of Investments liburua argitaratu
arte; bertan bere teoria azaldu eta garatzen ditu zehazkiago.
Hasieratik  Markowitz-en ereduak garrantzia handia izan du teorikoki,
garapen eta eratorri ugari eraginez. Gainera, finantza aktiboen merkatuko
oreka teoria desberdinen oinarria ere izan dela esan genezake.  Dena den,
karteren kudeatzaile eta analisigileen artean praktikan duen erabilera ez da
teorian izan duen adina arrakastatsua izan.
Kontraesan honen arrazoi nagusienetariko bat, matematikaren ikuspegitik
duen konplexutasunean datza. Alde batetik, programa koadratiko parametri-
koa erabili behar denez, soluzioa lortzeko algoritmoa konplexua da;  eta beste-
tik, lortu beharreko itxarondako errentagarritasunen estimazio kopurua,
Revista de Dirección y Administración de Empresas. Número 10, diciembre 2002 págs. 45-57
Enpresen Zuzendaritza eta Administraziorako Aldizkaria. 10. zenbakia, 2002 abendua 45-57 orr.
1 Bere ereduan, tituloaren likidezia berehalakoa da erreferentziko momentuaren amaieran.
bariantzak eta kobariantzak anitz dira (500 tituluko lagin batentzat  lortu beha-
rreko estimazio kopurua 125.750 litzateke)2. 
Dena den, mota honetako problema askatzeko beharrezko sofware-ak
baditugunez, bere erabilpena hain urria izanaren arrazoiak beste batzuk dira,
besteak beste, eragiketa kostuak ez ditu kontuan hartzen, aukeratutako titulu-
baloreen erabateko zatiketa onartzen du eta gainera, inbertsoreak arriskuaren
aurrean duen jarrera baloratzeko eta hortaz kartera optimoa aukeratzeko beha-
rrezkoa den utilitate funtzioa ondorioztatzeko erremintarik ez du eskaintzen3.
Hala eta guztiz ere, arrazoi guzti hauek ez dira erabatekoak. Iglesias-ek
(1998) Markowitz-en ereduaren erabileraren aldeko eta aurkako arrazoien
errepaso bat egiten du eta kontrakoak gainditu daitezkeen arrazoiak direla
ondorioztatzen du. Zehazpenean beste murrizketak barneratzen badira, oina-
rritzat hartu diren hipotesi murriztaileek nolabaiteko erlaxazioa onartzen omen
dute. Gainera, mugatutako hipotesietan oinarritzea ez da praktikan ongi ibil-
tzea baino garrantzitsuagoa. 
Gure artikuluan, lanaren helburuak laburki azaltzen ditugu eta baita
Markowitz-en ereduaren oinarrizko planteamendua. Jarraian, Espainiako
merkatuan kotizatutako titulu multzoekiko eginiko aplikazioaren emaitzak
azaltzen ditugu, erabilitako metodologiarekin batera, ondorioak azalduz.
Azkenik, erabilitako bibliografia zehazten da. 
2. HELBURUAK
Inbertsoreen helburuak lortzeko estrategia edo politika egokienari dago-
kionez, karteren gestioan bi joera bereizgarri ditugu. Alde batetik, estrategia
aktiboa izango genuke, zeina merkatuaren efizientziaren hipotesia ez bete-
tzean oinarritzen den eta ondorioz, tituluen kotizazio prezioek ez dute infor-
mazio erabilgarri guztia adierazten. Horrela, kudeatzaileek merkatuan izan
daitezkeen  prezioen malformazioetan oinarrituz merkatua garaitu dezaketela
uste dute. Estrategia hau azpibaloratutako eta gainbaloratutako baloreak iden-
tifikatzeko posibilitatean eta beraien salmentek gain hartutako arriskua eta
eragiketa kostuak estaltzeko adina errentagarritasun sortzeko aukeran funtsa-
tzen da.
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2 Markowitz-en metodoarekin lortu beharreko estimazio kopurua  (N2+3N)/2 adierazpe-
naren bitartez lortzen da, non N kontsideratutako lagineko titulo kopurua den. N+2 estimazio berri
egin beharko genituzke beste titulo berri bat karteran  barneratzeagatik,
3 Markowitzen ereduko aplikazio praktikoen arazoak aztertzeko  Michaud (1989) eta
Frankfurter eta Phillips (1995) kontsulta daitezke.
Bestalde, estrategia pasiboak merkatuaren efizientzia betetzen dela supo-
satzen du. Hau da, tituluen kotizazio prezioek bere portaeren informazio
guztia islatzen dute. Beraz, informazio perfektua dagoenez, ezin daiteke
merkatua gainditu. Baldintza hauetan kudeaketa pasiboaren planteamendua
merkatuko mugimenduak islatzen dituen kartera bati jarraitzea litzateke
(Mendizabal eta Tamayo, 2000).
Lan honekin, Markowitz-en eredua, karteren aukeraketaren teoriaren erre-
ferente garrantzitsuaz gain, praktikan ere oso erabilgarria izan daitekeela
frogatu nahi dugu. Markowitz-en ereduak, IBEX-35 eta IGBM indizeek adie-
razten duten merkatuko karterek baino errentagarritasun handiago eta arrisku
txikiagoko kartera eskaintzeko gai den aztertu nahi dugu. Aldiberean, indize
hauek merkatuko kartera teorikoaren ordezkari egokia diren edo ez aztertuko
dugu. 
3. MARKOWITZ-EN EREDUA
Inbertsorearen portaera arrazionalpean garatzen du Markowitz-ek bere
eredua. Hau da, inbertsoreak errentagarritasuna nahi du baina ez ordea arris-
kua. Beraz, kartera bat eraginkorra dela esango du baldin eta errentagarritasun
handiena ematen badu arrisku maila emanik, edo beste era batera esanda,
errentagarritasun maila batentzat arrisku txikiena badu.
Hurrengo programa koadratiko parametrikoa askatuz, kartera eraginkor
multzoa lor daiteke: 
IBEX-35ETA IGBM-REN ERAGINKORTASUNAREN ANALISIA 47
non xi, inbertsoreak i finantz aktibora zuzentzen duen aurrekontuaren
proportzioa den (programako parametro ezezaguna), 2(Rp)  p karteraren
bariantza eta ij i eta j baloreen errentagarritasunen arteko kobariantza den.
E(Rp) p karteraren itxarondako errentagarritasuna da. V* parametroa aldatuz
eta programa askatuz, karteraren arriskua minimo egiten duten xi proportzio
multzoa lortuko genuke, dagokion balioekin batera.
(E(Rp), 2(Rp)) bikote multzoari edo kartera eraginkor guztien errentaga-
rritasun-arrisku konbinaketari muga eraginkorra deritzogu. Muga hau ezagu-
tuz gero, inbertsoreak bere kartera optimoa aukeratuko du bere lehentasunak
kontuan izanik.
4. MARKOWITZ-EN EREDUAREN APLIKAZIO BAT ESPAINIAKO
MERKATUAN
4.1. Erabilitako lagina
Ikerketa hau egiteko 2000. eta 2001. urteetan IBEX-35 indizean parte
hartu duten 30 baloreen eguneroko itxierako kotizazio prezioak erabili ditugu 
Horretaz gain IBEX-35 eta IGBM indizeen errentagarritasuna eta
bariantza ere kalkulatu ditugu4.
Asteko errentagarritasuna Bariantza
(%)
IBEX-35 -0,272817 10,1455
IGBM -0,208096 8,2578
4.2. Metodologia
Lehenik eta behin t momentuko i. tituluaren errentagarritasuna, (Rit),
horrela definitzen dugu:
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4 Kontuan hartutako denboraldiarentzat IBEX-35eko beste bost tituluen denbora serieko
datuak ez genituen eta ondorioz, gure ikerketan biziraupen alborapena izango dugula gain hartu
izan dugu. 30 tituluak zeintzuk diren 2. taulan ikus daiteke.
non:
Pit : t momentuaren amaierako i tituluaren kotizazio prezioa den.
Pit-1 : denboraldi hasierako kotizazio prezioa den.
dit : "t" denboraldian tituluak izandako irabaziak diren, hara nola, dibi-
dendoak, lehentasunezko izenematearen eskubideagatiko kupoiak, etab.
Rit "t" denboraldia pasa ondoren, hau da, "ex–post", ziurtasunez ezagu-
tzen da. Baina, inbertitzeko erabakia denboraldi hasieran hartzen denez, hau
da, "ex-ante", dit eta Pit ez dira ziur ezagutzen eta aldagai aleatorioak direnez,
Rit ere aleatorioa izango da.
Tituluak burtsa merkatu zabal eta garatu batean kotizatzen badu, Rit –ren
probabilitate banaketa Normala izango dela konprobatu izan da, Limitearen
Teorema Zentrala kontuan hartuta5. Horrela, errentagarritasunaren itxaropena,
tituluaren errentagarritasun modura, E(Rit), eta bariantza, 2(Rit),  tituluaren
arriskuaren adierazpide bezala, nahikoak dira karteraren etorkizuneko errenta-
garritasunaren banaketa deskribatzeko6.
Bestela ere, aurrekoa baliagarria litzateke inbertsorearen aberastasunare-
kiko utilitate funtzio koadratikoaren kasuan ere7.
Egindako ikerketan hurrengo denboraldiko itxarondako errentagarrita-
suna igarotako batezbesteko errentagarritasunaren berdina dela suposatu dugu,
hau da, E(Ri)=Ri. Gainera, tituluen bariantza eta kobariantza historikoak etor-
kizunean ere mantendu egingo direla suposatu dugu8. 
Etorkizuneako errentagarritasuna estimatzeko beste aukera bat agertoki
desberdinak ezartzea litzateke eta gertatze probabilitatea esleitu, portaera
historikoaren analisiaren bitartez edo eta merkatuko adituek subjektiboki
ezarriz9.
Bestalde, Rit errendimenduak kalkulatzeko, ezinbestekoa da behaketen
denbora barrutia definitzea. Guk astea hartu dugu erreferentziatzat, hau da
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5 Errentagarritasunen arteko independentzia eta homozedastizitatea suposatzen ari gara.
6 Tituluen errentagarritasunaren probabilitatezko banaketa Normala asko eztabaidatu izan
da.  Asimetria eta probabilitate banaketa zorroztasuna oso garrantzitsua denean, esplizituki adie-
razi beharko lirateke hirugarren eta laugarren ordenako momentuak.
7 Utilitate funtzio koadratikoa gradu altuagoko etekin funtzioen hurbilketa egokia dela uste da.
8 Orokorrean, datu historikoen erabilera onartzen da etorkizuneako itxarondako parame-
troen estimatzailetzat (ikusi adibidez, Rubinstein, 1973, Araujo eta Rodríguez, 1988)
9 Villalba (1998), 1996. urteko hauteskunde orokorraren emaitza posibleen aurresanekin
eta enpresen mozkinen aurresanekin karteren hautespen eredu bat proposatzen du (Espainiako
merkatuan aplikatua).
astelehenetik ostiralera. Horrela, nahiko informazio badugu eta gainera,
denboraldi horretan prezioen mugimendu esanguratsuak ematen dira. Grande
eta Rodriguez-ek (1987, 56 orr.) esaten dutenez, "prezio eta indizearen magni-
tudeen behaketen asteko dimentsioak informazio galera txikia ziurtatzen du,
maiztasun gutxiko kontratazioaren efektua baliogabetzen du eta errendimen-
duen banaketa normalen bariantza minimotzen du".
Erabilitako programa koadratiko parametrikoari dagokionez, ezkortasun
eza murrizketa barneratu dugula esan behar dugu, horrela "short sales" edo
kreditu salmentak ez ditugularik onartzen. Murrizketa honekin kartera eragin-
korrak lortzeko egin beharreko kalkulu eta eragiketak konplikatzen dira, baina
merkatu gehienetan duen erabilera urriak justifikatzen dute. Espainiako
merkatuan kredituarekiko salmentak arauturik daude, baina praktikan duen
erabilera ez da esanguratsua. Zentzu honetan,  gure lana Iglesias-ek (1998)
eginiko lanarekiko desberdintzen da, berak eginiko Markowitz-en aplikazioan
ez baitzuen murrizketa hau barneratu.
Azkenik, "performance" neurria aplikatzeko beharrezkoa den arrisku
gabeko aktiboaren errentagarritasunari dagokionez, 2000. eta 2001. urteetako
Altxor Publikoaren Letren hilabeteko  repo tasaren urteko batezbesteko erren-
tagarritasunaren asteroko baliokidea erabili dugu, % 0,0732 hain zuzen.
4.3. "Performance" neurria
Emaitzaren edo errentagarritasunaren "performance"aren neurriak, arris-
kua eta errentagarrirtasuna oinarritzat duten finantza tituluez osaturiko karte-
ren kudeaketaren kalitatea neurtzeko aukera ematen digu. Bestalde, neurri
homogeneoen bitartez beraien arteko konparaketa ere posibli litzateke.
Guk erabili dugun "performance" neurria, onodrengo adierazpena duen
Sharperen indizea (1966) da10:
Non
Ep : kartera bakoitzaren denboraldiko batezbesteko errentagarritasuna
den.
Rf : arrisku gabeko aktiboaren denboraldiko batezbesteko errentagarrita-
sunaren den.
p : kartera bakoitzaren denboraldiko batezbesteko errentagarritasunaren
desbidazio tipikoa den.
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Indize hau prima-arrisku ratio bat da. Zenbakitzailea errentagarritasun
gehiegia da, hau da, karteraren errentagarritasuna eta balorazio denboraldi
bereko arrisku gabeko errentagarritasunaren arteko diferentzia. Izendatzailean
berriz, desbidazio tipikoaren bidez jasotako karteraren arriskua daukagu.
Azken finean, indizeak balore kartera batek arrisku totalaren unitate bakoi-
tzeko eskaintzen duen errentagarritasun prima jasotzen du. Horrela, prima-
arrisku ratioa gero eta handiagoa bada, kudeaketaren arrakasta handiagoa
izango da.
Dena den, Ep < Rf denean, hau da, karteraren batezbesteko errentagarri-
tasuna arrisku gabeko finantza aktiboaren batezbesteko errentagarritasuna
baino txikiagoa bada, Sharperen indizeak koherentzi hutsune bat du.  Kasu
honetan, arriskuarekiko indizearen deribatu partziala positiboa izango da eta
arriskua handitzerakoan indizea ere handitzeak ez du zentzurik.
Hau dela eta, beste hautabidezko indize bat erabili dugu karteren "perfor-
mance" neurrien sailkapen oker bat baztertzeko asmoz. Sharperen indizearen
koherentzia osoko aukera erabili dugu (Ferruz eta Sarto, 1997), hain zuzen:
Zeinaren arriskuarekiko deribatu partziala orain negatiboa den eta kohe-
rentzia eza soilik, ikertutako denboraldiko karteraren batezbesteko errentaga-
rritasuna negatiboa izatearen kasuan izango genukeen. Honi, zuzendutako
Sharperen indizea deritzaio.
10 Treynor (1965) eta Jensen (1968) indizeek CAPM ereduen aplikazioaren beharra dute-
nez, lan honetan ez erabiltzea erabaki dugu.
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4.4. Emaitzak
Aurreko ataletan adierazitako programa koadratiko parametrikoa erabiliz
Markowitz-en ereduarekin, lortutako muga eraginkorra adierazten dugu lehe-
nengo grafikan. Hurrengoan berriz, 100 baino bariantza txikiagoko kartera
eraginkorrak adierazi ditugu, IBEX-35 eta IGBM indizeen errentagarritasun
eta arriskuen adierazpenen lekutzea hobeto azter dezagun. Ikus daitekenez,
muga eraginkorretik urrun aurkitzen dira bi  indizeak eta arrisku maila horien-
tzat errentagarritasun handiagoko karterak lor ditzakegu. Beraz, IBEX-35 eta
IGBM indizeen ez eraginkortasuna nabaria da11. 
11 Iglesias (1998), bere lanean ondorio berdinera heltzen da.
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1. taulan kartera eraginkorren zuzendutako Sharpe-ren indizearen balioa
lortu dugu. Honen arabera, prima-arrisku ratio handiena lortzen duen kartera
horrela osaturik egongo litzateke: Zeltia, %12.3; R.E.E., %8.84; FCC, %4.69;
Dragrados, %34.4; Aceralia, %0.02; Altadis, %35.4 eta ACS, %4.35.
Markowitz-en ereduarekin lorturiko 30 kartera eraginkorretatik, 11 karterek 2
balioa baino balio handiagoko zuzendutako Sharpe-ren indizea dute. Jarraian
dagoen 2. taulan ikus daiteke kartera horien osaketa.
1. taula. Kartera eraginkorren errentagarritasuna, arriskua eta
zuzendutako Sharpe-ren indizea.
Errentag. Bariantzak Zuz Sharpe
Karterak (%) (%2) (Sp*)
7. KART 0,2 2,62 1,68
8. KART 0,4 6,40 2,15
9. KART 0,6 10,25 2,55
10. KART 0,8 12,60 3,07
11. KART 1 22,62 2,87
12. KART 1,2 38,47 2,64
13. KART 1,4 60,54 2,45
14. KART 1,6 88,92 2,31
15. KART 1,8 123,60 2,21
16. KART 2 164,59 2,12
17. KART 2,2 211,95 2,06
18. KART 2,4 265,94 2,01
19. KART 2,6 326,60 1,96
20. KART 2,8 394,09 1,92
21. KART 3 469,59 1,89
22. KART 3,2 553,34 1,85
23. KART 3,4 645,35 1,82
24. KART 3,6 745,61 1,80
25. KART 3,8 854,13 1,77
26. KART 4 970,90 1,75
27. KART 4,2 1095,93 1,73
28. KART 4,4 1229,21 1,71
29. KART 4,6 1370,75 1,69
30. KART 4,8 1520,54 1,68
31. KART 5 1678,58 1,66
32. KART 5,2 1844,88 1,65
33. KART 5,4 2019,44 1,64
34. KART 5,6 2202,24 1,63
35. KART 5,8 2393,31 1,61
36. KART 6 2592,63 1,60
54 MENDIZABAL ZUBELDIA ALAITZ; MIERA ZABALA, KOLDO; ZUBIA ZUBIAURRE, MARIAN
2. taula
Sp* >2 ko KARTERA ERAGINKORRAK
7.K 8.K 9.K 10.K 11.K 12.K 13.K 14.K 15.K 16.K 17.K 18.K
ZELTIA 0 5,53 8,42 12,3 22,9 33,2 42,5 51,7 61 70,3 78,9 87,1
UNION FENOSA 5,68 5,74 6,91 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TPI 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TERRA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TELEFONICA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TELE PIZZA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
SOL MELIA 0 4,89 5,54 0 0 0 0 0 0 0 0 0
SOGECABLE 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
REPSOL YPF 3,59 0,09 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R.E.E. 0 5,71 7,44 8,84 4,31 0 0 0 0 0 0 0
NH HOTELES 0 4,32 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
INDRA 9,02 4,52 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
IBERDROLA 13 5,72 6,83 0 0 0 0 0 0 0 0 0
FERROVIAL 0,2 5,01 5,51 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ENDESA 6,32 4,86 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
FCC 3,23 5,64 6,82 4,69 0 0 0 0 0 0 0 0
DRAGADOS 3,11 6,25 8,32 34,4 38,2 37 34,4 31,8 29,2 26,6 20,9 12,7
COR ALBA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CARREFOUR 0 4,18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BSCH 0 0,05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BBVA 0 4,54 4,83 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BANKINTER 0 4,86 5,7 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BA.POPULAR 14,5 5,7 6,78 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ACERALIA 0 0,01 0,02 0,02 0,04 0,05 0,07 0,09 0,1 0,12 0,14 0,15
AMADEUS-A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ALTADIS 12,3 6,52 8,51 35,4 34,6 29,7 23 16,4 9,68 3 0 0
ACS 0 5,68 7,2 4,35 0 0 0 0 0 0 0 0
ACESA 18,5 5,48 6,31 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ACERINOX 0 4,6 4,85 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ACCIONA 10,6 0,11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5. ONDORIOAK 
Karteren hautespeneko teorian oinarri izan den Markowitz-en eredua
praktikan ere erabilgarria litzateke. Gainera, bere aplikaziorako beharrezkoak
diren software eta hardware-ak eskuragarri dira jada eta beraz, inbertsioen
aztertzaileek, kartera kudeatzaileek edo eta inbertsoreek erabili ditzakete.
Dena den, guzti honek tituluen errentagarritasun eta kobariantza guztien
estimazio zuzena suposatzen du. Bestalde, jakin datu historikoekin lortutako
estimazioek ez dutela burtsaren merkatuko etorkizuneko portaera ziurtatzen.
Eredu hau ez erabiltzearen arrazoiak konpongarriak dira eta planteatutako
ereduan doikuntza batzuk egitea bakarrik beharko lukete. 
Egindako ikerketa enpirikoan Markowitz-en ereduak merkatuko errefe-
rentzia karterak (IBEX-35 eta IGBM) gainditzeko gai diren karterak ematen
ditu alde batetik. Eta bestetik, IBEX-35 eta IGBM ez dira kartera eraginkorrak
eta ez dute merkatuko kartera teorikoaren portaera islatzen.
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